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INTRODUZIONE 


In questo seminario verrà esposto un risultato di regolarità, e 


precisamente di Hòlderianità, per i minimizzatori di una classe di funzionali 


del tipo 
(1) F(u,Q) = laid 
le 
Daf sisi TA, acr" aperto e con F soddisfacente alla condizione 
1 n 
(2) 0:59) o DELE (x,P) (x) (3a vi 7 ala 
j=1 


M>0, m>1, w peso nel senso di Muckenhaupt, e A; sJ=1,...n funzioni non negative 
che soddisfano le ipotesi più sotto elencate. 


Indichiamo con Li) la chiusura di Lip(9) rispetto alla norma 


Lu;Wn I = ( fut) 4 (fto uva) 
Q Q 


dove LA è il gradiente generalizzato LA = ia .,Àn SA: Diamo la seguen- 


te definizione: 


ii 1 î SE: 
Definizione 1. Diciamo che u€ Mn(2) é un minimizzatore per F(:,9) 


se per ogni ge Wi(0), SUPp $C2, riesce 
(3) F(u,suppg) sF(utg, suppg) 


Diamo ora le ipotesi sulle funzioni VI e wi: 


VI-4. 
sensa 1) vxeR" j=l n 
51 9, ge. 
n n 
ii) posto a={xeR"|]]x, = 0} allora 
k=l 


1,€ cora cl(r"-m) 


jii) esistono delle costanti P;j => 0 tali che 


Prima di passare a enunciare le proprietà relative alla w, osser- 


viamo che le ipotesi su L consentono di costruire una metrica "naturale" A per 


il funzionale, associato coi campi 3, = ì; "9 j=1,...,n (vedi [FL1], [FL2], 


[FL3], [NSW]) nel seguente modo: 
"Diciamo che una curva yC9 è X-ammissibile se: 


i) y&® C' a tratti 


ii) ciascun tratto cl di y è una curva integrale di uno dei campi + è, elagaaglia 


Se y:[0,T] + ®, poniamo £(y) = T. Le ipotesi su XA ci permettono di provare che 
per ogni x,y€R esiste una curva y X-ammissibile che congiunge x con y; quindi 


ha senso definire 


d(x,y)=inf{2(y)]|y è X-ammissibile e congiunge x con y} . 
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Una proprietà di questa metrica che verrà utilizzata in seguito è Ja seguente: 


"Per ogni sottoinsieme K compatto di £ esiste C = C(K)>0 e e > 0 tali che 
-1l € 
(4) C_Jx-y] s d(x,y) s C|x-y] 


avendo indicato con 


la distanza euclidea (si veda [FL2] pag. 29). 


Diamo ora le ipotesi relative alla funzione w: 


ii) wzo ed esistono peR, 1<p » C = C(w,p)z1 tali che per ogni d-sfera 


BR di raggio R, si abbia 


1 
1 1  p-1 ,_p-l 
Gal wdx) TÉ wP dx)P <c 
R'*B R R 


avendo posto, per ECR" misurabile |E] = misura di Lebesgue di E. Porremo anche 


|w(E)|= J wdx 
E 


e per KER 


B(K,R) = {xe Bz [u(xPk3. 


Notiamo che |E| = 0 @ |W(E)|=0 (si veda, a questo proposito, [C] Lemma 4) e 


che la misura w(x)dx vale 1a proprietà di duplicazione ([FS], Lemma 2.10): 


"Esiste una costante 8 B(p,c(w,p),d) tale che 


HA 


Iw(B,2R)] s 8 |w(Bp)] 


per ogni d-sfera di raggio R". 


Per quanto riguarda il problema della regolarità dei minimizzatori 
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dei funzionali di questa classe, notiamo che evidentemente non è possibile ri- 
spondere alla questione passando attraverso l'equazione di Eulero, a meno che 
non si vogliano introdurre delle ipotesi più restrittive di regolarità sulla 
F, che qui non sono prese in considerazione. Per dimostrare il risultato di que 
sto seminario, utilizziamo la tecnica di Giaquinta-Giusti ([G]), [GG]) e lavo- 
riamo in R" equipaggiato con la metrica "naturale" d sopra definita e con la 
misura w(x)dx. Introduciamo una classe di funzioni, del tipo De Giorgi, defini- 
ta facendo uso della metrica su indicata e caratterizzata da una opportuna di- 
suguaglianza, mostrando poi che le funzioni di tale classe sono Holderiane; a 
questo punto si farà vedere che a tale classe appartengono i minimizzatori dei 
funzionali del presente lavoro. I risultati qui ottenuti sono una estensione di 
quelli ottenuti da Modica ([M]) nel caso x;Fla feloar cglle 

Definizione 2. Diciamo che u appartiene alla classe tipo De Giorgi 


DE (A3U,2) = DG (9) se: 


i) ve Mi (9) 


ii) per ogni d-sfera Bre s e per ogni p>0, p<RKeRsi ha: 


(5) |v u|" wdx < È lu-k|" wdx 
Jura Ù (R-0)" Lei 


CA la d-sfera concentrica e BR e di raggio p. 


$ 1. Proviamo qui che le funzioni in D6 (9) sono Holderiane. A 
questo scopo viene utilizzato un Teorema di immersione dovuto a Franchi e Se- 
rapioni ([FS], T.4.1): 

"Sia BR la d-sfera con centro x e raggio R, veW (a), e tale che esista 8>0 


per cui |{x € Bg lu(x)=0}]28]Bp]- Allora esiste 2>1 e C>0 tale che: 
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1-L 
(6) (J pu]®"wax) 1/21 s CR|w(Bp)| " po ul) 17 
R R 


c dipende da X e 8,% dipende da m, opp" 
Mediante la (6) proviamo preliminarmente che se ueDG (9) allora u è 


essenzialmente localmente limitata. Vale infatti: 


Teorema 3. Sia u € DG la), KeR, O<RSR.» Allora per ogni d-sfera 
BRE QX, si ha: 


e 1 el 
(7) sup u(x) s K+C|W(Bp] sù f Miliani - |W(BCK,R))]" 


R/2 B(K,R 


dove £ è la costante in (6), a=6(2)>1 e C = c(X)>0. 
Premessa per la dimostrazione, sono due lemmi di natura essenzia]- 


mente tecnica. 


Lemma 3.1. Sia O<pSR<R » poniamo 


uhso): = S Ju-k"vax 
R(h,p) 
L 
sedi 
b(h,o): = |w(B(h,0))| 3 é(h,): = u (h,p)b(h,p) 
1 
Q = 3(1+(144 s21,2;, Per ogni u e DE (9) si ha: 
L 
= g 
Ri Mei |, 
$(h,p)s <<" & 40) 
mt 0 
(R-0) * Jh-k]" 
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Dimostrazione. Tale lemma si dimostra essenzialmente utilizzando 
una funzione cut-off e applicando la disuguaglianza (6) di Franchi e Serapioni 
e la disuguaglianza di Hòlder, secondo la seguente linea. 


Sia BR d-sferacQ; esiste yE c_(B ),n = lin Bo Osnsle tale 


Rio 
2 
che |v nls w (si veda [FL2] nella prova del Lemma 4.2). Sia u € DE (9) (e 


dunque ue Mi (2); applichiamo la (6) alla funzione n max(u-K,0), e la proprie- 


tà di duplicazione, si ha: 


Ì if Inmax(u-k,0)|® "dx ) ra, cR|w(Br )| n LI (nmax(u-k,0))|'"wdx) 
B 


per un qualche £>1. 


Dalla disuguaglianza di Hòlder 


g-1 
L 


1 
. |max(u-k,0 si wdx S tI |max (u-k 0) ud) È |w(B(K,p)) 


Poiché p < Soa <R e u € De (0) 


gel 


dl 41 
Lu=k|"wax<cR"|u(B)| * si ju (nmax(u-k,0))"wax|w(B(K,0))] * = 
0 i Spie)” 


g21 
pece 


1-4 
< CR" |u(B R)| ED i (Ju-k]"|v vi” +n ""|y,ul'")wdx|w(B(K,0)) 
B(K , Rio) 
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lg 
cr"|W(8,)| 4 g-1l 
La 


ae. f lu-k]"wdx| w(B(K,0))}| ® . 
(R-0) B(K,R) 


Ora, se h>K, O<p<R, abbiamo 


[h-£["]W(8(h,0))1sf lu-K|"wdx < J Ju=k|"wdx 
B(h,p) B(K,R) 


e poiché u(h,p) s u(K,p), con le notazioni precedenti: 


bi 
cr" (Bg) * "= 
u(h,p) £ —_- o u(KRIbCKR) 
(R-p) 
b(h,p) i u(K,R). 
{h-k]" 


Elevando membro a membro le due disuguaglianze per E,z > 0 e sommando 


LI, 
mE L 2-1 
CR |W(B )| Te 
Fh,o)b 5(hnso) s — uS*t(x,g}g ? "(R). 
(R-0)" |h-K]"5 


E' possibile determinare & ed in modo che E+tt=0E, TRA oz (8 è la soluzio 


i 


ne positiva dell'equazione 0°-e- si i x 


= 0, cioè 6 = =(1+(1+4 


7 )>1). Sce- 


gliamo poi z=1 e & = Ra 8, da cui la tesi. 
Lemma 3.2. Per ogni KER, R>0, R<RG? o €]0,1[ risulta 


$(K+d,oR) = 0 
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con 


0 
2! le)" sei 
di 4" 1,8) 
3-1 °) 
(1-0) 


n sa L 
n-1040) dui o" 


con c costante che appare nel Lemma 3.1. 


Dimostrazione. Si pone per ogni neN, h_ = K+d(1 - 1) 7 K+d, 


mM 


R ° è 3 i; 
Pg” cR+(1-0) NR Si prova poi per induzione che risulta, per ogni neN 


da cui basta fare il limite per n>+©, per provare il Lemma. 


ml 


Prova del Teorema 3. Dal Lemma 3.2, per o = 3 si ha @(Ktd, 5)=0 


e quindi u(k+d, Î)=0 oppure b(Ktd, 320, quindi poiché (0-1)e a e L 
e 1 e-1 


sup u(x) k+C]W(B,)1" u" (K,R)|W(B(K,R))| "che è la tesi del Teorema. (Il 


f 


2 
membro a sinistra è l'essenziale sup. secondo la misura di Lebesgue che coin- 


cide con l'essenziale sup. secondo la misura w(x)dx in quanto |E|=0 |w(E)|=0 
come ricordato nell'introduzione), applicando il Teorema a-u si ottiene l'es- 


senziale limitatezza. 


Teorema 4. Se u e -u € DG (9) allora u è hòlderiana. Premettiamo 


alla dimostrazione un Lemma: 
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Lemma 4.1. Posto 


M(2R) = sup u(x); m(2R) = inf u(x) 
Bar Bor 
K_ = z (M(2R)4m(2R)) s K,= M(2R) - i 4 


2 
1 . 
se IB(K?R)I < 7/Bglallora si ha: 
C|W(Bp) | 


2 m- 
y° m 1 


2m 


IW(B(K_R))] = 


Dimostrazione. Sia hAOK Poniamo v = min(u,h)-min(u,K). Risulta 


IV 


[{x.e Bp|v(x)=0}| = [Bp-B(K,R)] = [fx Bp[u(x) sK}| 


= |{x € Bg u(x)sk 31 > Z IBgl e quindi si può applicare la (6): esiste dunque 


£>1, dipendente solo da MP}; e p tale che 


m+1 m+l m+l 
Ci * ra 
|h-K| |W(B(h,R))| = \v] wdx £ lv] wdx 
B(h,R) B(K,R) 


mil mil 


= cr È IMeg)1!* cf ozul È wo; 
B(K,R)-B(h,R) 


per la disuguaglianza di Hélder: 
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mil lo ml la mil 
2 tI 2 i 
Ir-ki 2 [uescn,8)) 1 = ca 2 Iut8g)i * (fo tous) 
B(K,R)-B(h,R) 
mil 
+ |w(B(K,R)-B(h,R))] °" 
mtl 14% il m-1 
a £ 
scr |W(Bp)] Ù f Lv ul'udx) 2M IN(BCK,R)-B(h,R)) 2". 
B(K,R) 
Poiché u € DG (9): 
(m+1) 2m 
ph=k] " pucecn, piene 
a! 2m 1 
CR m-l ue8p) L n E°; 
- mal f ]u-k| wdx) |w(B(K,R)-B(h,R))]. 
m—- B(K,2R) 
m-1 
R 
Poniamo in questa disuguaglianza K = K. ., h = K., quindi, poiché 
j-1 i 
K-k,, = MICRISKO , mg = MO dbbiamo 
i i-1 i i-1 i-1 
2 2 
mtl 
m-1 2m 
(MK) £(m-1) 
mel |W(B(K,+R))| S 
im Di 
2 
MaI 
Lum 1-2 (M-K ) m-1 mil 
< cqu(ep) Mi * pue8ek 1,28)! 
e (i-1)m BÎI stai 
2 m-l 
C]W(BCK,_,+R))[-[W(BCK;,R))11- 


Perciò: 


+ TIW(BCK;_j+R))[-[W(B(K,,R))] = 


2m lr mel 
m-l 
s C|W(Bp)] LIW(B(K;_j»R))|-{W(B(K,R))]] 


e per Ja proprietà di duplicazione della misura w(x)dx: 


2m 2m(1-8)+2(mt1) 
Iwt8Ck 8] 4091) s ciutepi #9 rue, ,:R9)I-IW(BCK,8)) 11. 


Sommando per î = 1,2,...,v e usando l'inclusione B(K, ,R) E B(K..R), sì ha: 


2m 2m(1-8)+2(m+1) 
vIw(B€K,,8))|*9Hx cita *D  ciueeg:RII-IWCK,R0I1I 


2m(1-2)+2(m+1) 


a(m-1) 


s C|W(Bp)| IW(BCK_»R)) |. 
Cioè: 
2m(1-2)+2(m+1 
c a(m-1) smi) 
IM(B(KRDI s try INNI IW(B(K_»R))I : 
‘V 2m 
a [W(Bp) | 
“ a(m-1 
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VI -14. 
che è la tesi. 


Dimostrazione del Teorema 4. Si usano le notazioni del Lemma 4.1 


Sì può supporre IB(K8)1 5 2]Brl perché altrimenti, poiché 


{xe Bpl-u(xy?Ko (8)? = {xe Bp[u(x) < K(U)) s si può lavorare con 


- u. 

Applicando il Teorema 3 con al posto di K 

- 1 è a 
K_= M(2R) - si (M(2R) - m(2R)), si ha: 
_8 821 
M(Z) = K+C]W(Bp) | "f pu-k, dx)" ]WCBCKRY)1 "= 
2 v R v Ù 
B(K..R) 
Vv 
È 8 
m 


s_K_+C|w(Bp)| " [M(2R)-K,T|w(BCKR))1" 


e per îl Lemma 4.1, si può scegliere ve N tale che 
È Cc 


n mol è 
C|W(Bp) | R |w(B(K,»R))] < Dl; perciò 


M(3) = M(2R) - Fa (M(2R)-m(2R)) + 3(M(2R)-K,) = 
= M(2R) - => (M(2R)-m(2R)); 
2 


. R 
sottraiamo ad entrambi i membri m(5): 


< M(2R)- m(5) - 7 (M(2R)-m(2R)) s 


= 
z 
INST Pao, 
iS 

' 

3g 
= 
nia 
n_ 
IA 


1 
ra 


< (M(2R)-m(2R))(1 - 
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cioè u(È): = MÈ) -m(2) < Bw(2R) con 8€]0,1 [, e quindi esiste una costante 


a tale che w(p) < etEr* w(R) e quindi, per la (3), u è h6lderiana. 


$ 2. Proviamo qui che i minimizzatori sono Hòlderiani. Ciò segue 


dal Teorema 4 e dal seguente 


Teorema 5. Sia ue Wi (a) minimizzatore per il funzionale F definito in 


(1); allora ue -u € DE (9). Premettiamo alla dimostrazione il seguente Lemma (Lemma 
1.1 in [GG]): 
"Sia f(t) una funzione non negativa definita 


per Ost StsT)» supponiamo che per TEt<ssT si abbia f(t) s A(s-t) “+B+0f(s) 


1 
con A,B,a,8 non negative e 6<1. Allora esiste una costante C dipendente solo 


da a e 8 tale che per ogni p,R, TÉ PSRST, si ha: 


f(0) < CIA(R-0) °+B]u. 


Passiamo alla dimostrazione del Teorema 5. 
Sia BR la d-sfera di centro XE, tale che Bge QX; u sia un mini- 


mizzatore. Allora 


J F(x,Du)dx sf F(x,D(ut9))dx Wde W7(9) 
SUPpò SUPpò suppéC9 


Sia-ora neC(Bp)» n=l in Li s O<p<R e tale che [v,nl ES (si veda [FL2] 


SG, 
R-p 
prova del Lemma 4.2). 

Per un fissato KE R, poniamo è = -nmax(u-k,0). Poiché 


B(K,p) = {x€ B_u(x)>k} c suppò, si ha: 


Bi; S 
M di |v ul'Wdx sM { |v_u]""wdx sf F(x,Du)dx < 
LI 
B(K,p) SUPpò SUPpò 
sf F(x,D(ut6))dx < nf |v, (+9) l'"wdx = 
SUppò SUPPò 


n 

2 È) 

nf (Yad (1-m) EE - (uk) LI |) dx 

2. *j dx, dx, 
suppò J=l j j 


/ 


Uppò 


UA 


(1-n)"]v ul "dx + cf pu=&[" |, nl'udx 
SUppò 


IA 


cf iw u]"Wdx pf J lu-k|" wdx 
B(K,R)-B(K,g) = (R-o)" B(K,R) 


in quanto suppgc {x € Br [U(x)>KI e n=1l in Bo 


In questa disuguaglianza addizionando ad entrambi i membri 


cf lv ul" wdx, si ha: 
B(K,p) 


a 0 f lv ul'Wdx < cf Lv ul'"wdx SF sf lu-K|" wdx. 
B(K,p) B(K,R) (R-p) ©B(K,R) 


Applicando il Lemma precedentemente ricordato, con 


f(t) sl [v ul'idx , As + 1) |u-K|" wdx 
B(K.t) MU +C “B(K,R) 
B=0 , 68= È , a=m , si ha 
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J [o ul'dx sot 13 i lu-K|" wdx, 
B(K,p) (R-p) B(K,R) 


cioè u € DG (2). 
m 


A questo punto, per provare che anche -u € DE (9) è sufficiente 


osservare che -u è minimizzatore di È(v,0) = F(x,Dv)dx con È(x,Dv)= F(x,D(-v)) 
2 


è evidente che P soddisfa le stesse ipotesi di F. 


Nota . Più generalmente le argomentazioni precenti valdono anche per 
i quasi-minimizzatori (si veda [G]). Ricordiamo che uEWT (2) è un quasiminimiz- 
zatore per il funzionale (1) con costante Q se per tutte le funzioni dEW (2), 


con supppc9, si ha 


F(u,suppg) s QF(u + $, supp é). 
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